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A demonstracéo da formula de célculo da &rea de uma superficie esférica é algo que
sempre instiga os estudantes e € comum encontrar, na rede, perguntas de internautas sobre
tal demonstracdo. Relutando em olhar as demonstracbes existentes, tentei algumas vezes
chegar a alguma e ndo consegui. Recentemente, ao descascar uma laranja, retomei o
desafio (de fazer sem olhar) construindo o elemento diferencial de area como na Figura 1; ai
foi facil, apds a transformacdo para coordenadas polares, eliminando as retangulares.
Porém, ao procurar pela demonstracdo, para comparar, fiquei surpreso: em LEITHOLD, L. O
Calculo com geometria analitica. 3 ed. Harbra, v.2, na pagina 1.059 (integracdo multipla
em coordenadas esféricas), onde esperava encontrar, ndo tem; o mesmo em James Stewart
— Calculo. v.2. Na rede, o que encontrei, além de muitas perguntas sobre assunto, foi a
derivacao do volume. Se ja nao tivesse feito o que vem a seguir, iria pensar: humm! A coisa
deve ser feia e cabeluda! Além disso, alguns colegas relataram n&o ter visto, ainda, tal
construcao do elemento de area. Isso, entdo, me motivou a apresentar o que segue.

Acredito que outras pessoas ja devam ter desenvolvido a mesma demonstracdo, no
entanto, parece dificil de ser encontrada publicada em algum meio. A construcdo do
elemento diferencial de area pode ser considerada analoga a construcdo que se faz em
coordenadas esféricas, ao eliminar a integracdo em teta () (ndo sendo necessario integrar
para obter a 4rea de cada anel, uma vez que a largura de cada anel é constante) e integrar
apenas em fi (¢).

Ou seja, a demonstracdo apresentada a seguir corresponde a se trabalhar com o
angulo complementar a fi (¢).

Elemento diferencial de Area (dA)

Descascando uma laranja em anéis (e ndo helicoidais), fora do equador, as bordas
de cada anel serdo circunferéncias com raios distintos, uma maior que a outra:

Figural — Laranja
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A largura do anel pode ser descrita pela forma simplificada do comprimento de arco:
l=rdo

onde | é a largura do anel, r é o raio da circunferéncia e d9 é a variacao infinitesimal do
angulo central.
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Figura 2 — Construcéo dos elementos diferenciais de area em coordenadas polares

Mas, se estes anéis tiverem larguras infinitesimais, os raios se confundem e o
perimetro do anel de largura infinitesimal & dado por:

C(x)=2rx (1)
Vejam que o perimetro C esta em funcao do raio x.

Fazendo uma transformacdo para coordenadas polares, destacamos o triangulo
retangulo da figura 2:
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Figura 3 — Tridngulo retangulo
Temos que:

X =r cosp) ()

Substituindo o membro da direita da equagao (Il') em (| ), obtemos:
C(0) = 2z r cosp)
Vejam que agora o perimetro C esta em funcdo do angulo central 6. Entdo, a area da

superficie do anel de largura infinitesimal (dA) sera dada pelo produto de seu perimetro C
por sua altura | :



dA@) =C@) I
dA@) = 2z r cosp) r do
dA@) = 2z r* cosp) do

Com0<0<nl?2.
Como o angulo ¢ varia de 0 a /2, obtemos anéis da esfera somente na parte superior

ao eixo dos x, e, consequentemente, somente a metade da area de sua superficie. Para

encontrar a area total, basta multiplicar por 2. Aplicamos, entdo, a integral definida:
Ar) = 2j0/2 2712 [@os(6) [d (6)
Y
A1) = 4mw jo cos(6) [ (6)

A(r) = 477r2[ser(9)](’:/2

A(r) = 4mr? [sen(1/2) - se0)]
A(r) = 4mr?[1-0]

A(r) =4m?

Vejam que o célculo poderia ter terminado na segunda linha! A integral é notavel e
vale 1.

A separacdo didatica que os autores normalmente fazem entre os diversos sistemas
de coordenadas, com 0s respectivos exercicios pertinentes a cada um sendo propostos de
modo bem “separadinho” pode inibir que o leitor imagine o que foi apresentado acima. Ou
seja, tratando, nos tdpicos relacionados a coordenadas polares, quase que somente de
figuras planas (de espirais a lemniscatas) e, no caso de coordenadas esféricas, com os trés
parametros — mais complicados e com integracdo em duas e trés dimensdes — alguns
leitores podem ser levados a pensar que a construgdo do elemento de area sé possa ser
possivel com os recursos de coordenadas esféricas ou retangulares em trés dimensoes.

E ent&o, como fica o volume?

Bom, essa ja tem pra todo lado. E corriqueira, partindo da férmula da area ja
conhecida.

O que mais me incomodava era o fato de conseguir fazer a demonstracdo da férmula
do volume (em “x” e "“y” , empregando discos) enquanto a area, essa ndo saia!

E claro que sabendo a férmula da area, para fazer o volume, basta partir da 52 linha
abaixo. Mas € preciso saber como chegar nela.

dv= daldr
dv=27r? [tos(&) [0 LHir

V(r)= J: “0% 2nr? [gos(6) mié?jdr
V()= [, A(ndr

V(r) :477jor redr
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Creio que todos sejam capazes de imaginar o que representa o termo A(r)dr.

Os referidos autores, nas obras citadas acima, destacam a importancia de se optar
por um sistema de coordenadas apropriado, huma integralizagdo desse tipo. Experimente
fazer isso em coordenadas retangulares e vai ver que a coisa, realmente, fica feia.

Na verdade, os autores consideram tao evidente e facil a demonstracdo que nem, se
quer, chegam a propor tal exercicio em suas obras! Certamente, com medo de ofender o
leitor. Os problemas la propostos séo, sim, muito mais complexos.

Humilde e antecipadamente, peco desculpas caso seja corriqueira, também, a
primeira.

De qualquer forma, “ta
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