Capitulo 7

Funcoes e suas
propriedades

Objetivos de aprendizagem  Definicéo de funcao e notacéo

= Definicdo de fungéo e notagao. A matemdtica e suas aplicacdes estdo repletas de
= Dominio e imagem exemplos de férmulas com as quais as varidveis quantitati-
vas estdo relacionadas. Tanto a linguagem como a notacao

N Canfis Aidere B nmd fuspde. de funcdes sdo adequadas para trabalhar com tal ferramenta.

® Fungdes crescentes e decres-
centes.

DEFINICAO Funcao, conjunto dominio (ou
simplesmente dominio) e conjunto imagem

= Fungées limitadas.

= Extremos local e absoluto. {ou simplesmente imagem)

® Simetria. Uma fungdo de um conjunto A em um conjunto B € uma lei

= Assintotas. que associa para todo elemento em A um tinico elej‘mento em
= Comportamento da funcdo nas B. O conjunto A € o domimo da fungdo e o .cor}yurzto B de

extremidades do eixo horizontal. | todos os valores produzidos com essa associacao € o cgn-
junto imagem. O que pode ocorrer € a fungio estar definida
como sendo de um conjunto A em um conjunto C, de modo
que esse conjunto C ndo seja o conjunto imagem, e sirp um
conjunto que contém a imagem. Neste caso, esse conjunto
C ¢ conhecido como contradominio. Neste texto, falaremos
da fungdio definida de um conjunto em outro, sendo o
segundo considerado o conjunto imagem.

Os assuntos funcgdes e graficos
formam a base para entender a
matematica e as aplicagbes
matematicas que podem ser
vistas em vérias areas do
conhecimento.

Existem vdrias maneiras de observar fungdes. Uma das mais intuitivas € a idéia de uma “ma-
quina” (veja a Figura 7.1), na qual valores x do dominio sdo col(?cafios dentro da prépria mziqu1n~a (que
faz papel da fungfio) para produzir valores y da imagem. Para indicar que y vem de uma fgn(,:ao que
atua sobre x, usamos a notaciio de fun¢iio de Euler dada por y = f(x) (podemos }er como 'y igual a
fde x” ou “o valor de f em x”). Aqui, x € a varidvel independente ¢ y = f(x) é a varidvel depen-
dente.

Figura 7.1 Um diagrama de uma “maquina” para compreender funcao.
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Uma fungdo pode também ser vista como uma relagio dos elementos do dominio com os ele-
mentos da imagem. A Figura 7.2(a) mostra uma funcio que relaciona elementos do dominio X com
os elementos da imagem Y. A Figura 7.2(b) mostra uma outra relaciio, mas esta ndo é de wma
fungdo, uma vez que a regra de que o elemento x; associa a um nico elemento de ¥ nio ocorre.

e Y
- E

) 1 )7

Dominio Imagem
Uma fungiao Nao ¢ uma fun¢io

(a) (b)

Figura 7.2 O diagrama em (a) retrata uma relagdo de X em Y, que é uma funcéo. O diagra-
ma em (b) retrata uma relagdo de X em Y, que ndo é uma funcéo.

A unicidade do valor da imagem ¢ muito importante para estudarmos o seu comportamento.
Saber que f(2) = 8 e, posteriormente, verificar que £(2) = 4 € uma contradi¢do. O que acontece €
que jamais teremos uma funcéo definida por uma férmula ambigua como f(x) = 3x =+ 2.

EXEMPLO 1 Verificacdo se é ou ndo uma funcéo
A férmula y = x2 define y como uma funcio de x?

SOLUCAO

Sim, y € uma fungio de x. De fato, podemos escrever a férmula com a notagdio f(x) = x2. Quando
um ndmero x € substituido na fun¢do, o quadrado de x serd o resultado e niio existe ambigiiidade
quanto ao que significa o quadrado de x.

Uma outra forma de observar fungdes ¢ graficamente. O grafico da funcdo y = f(x) € o con-
junto de todos os pontos (x, f(x)), com x pertencente ao dominio de /- Podemos visualizar os valores
do dominio sobre o eixo horizontal x, como também os valores da imagem sobre o eixo vertical Vs
tomando como referéncia os pares ordenados (x, y) do grafico de y = f(x).

EXEMPLO 2 Verificacdo se é ou ndo uma funcéo

Dos trés graficos mostrados na Figura 7.3, qual ndo € grifico de uma fun¢@o? Como vocé pode
explicar?

SOLUCAO

O grifico em (c) ndo € grifico de uma funcdo. Por exemplo, existem trés pontos no grafico com a
coordenada x = 0, de modo que ndo existe um snico valor de y para esse valor x = 0. Podemos ve-
rificar que isso ocorre para outros valores de x (aproximadamente entre —2 e 2). Os outros dois aré-
ficos ndo apresentam esse problema, jd que nenhuma linha vertical (imagin4ria) cruza o grafico em
mais de um ponto. Graficos que passam por esse teste da linha vertical sdo graficos de fungdes.
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[—4.,7;4,7] por [—3,3; 3,3] [—4,7;4,7] por [—3,3; 3.3] [—4.7; 4.7] por [—3.3; 3.3]
(a) () (©

Figura 7.3 Um destes ndo é grafico de funcéo (Exemplo 2).

Teste da linha vertical

Um gréfico (conjunto de pontos (x, y)) no plano cartesiano define y como uma funcio de x se e
somente se nenhuma linha vertical (nem que seja imagindria) cruza o grafico em mais de um ponto.

Dominio e imagem

Uma funcdo pode ser definida algebricamente por meio da regra (ou lei) em termos da varidvel
x do dominio. A regra, no entanto, ndo nos fornece todas as informacdes sem que seja definido o
dominio.

Por exemplo, podemos definir o volume de uma esfera como uma fungiio do seu raio, pela
férmula

4 -
Vir) = Ewﬁ (Observe que temos “V de v’ e ndo “V .« r”)
Essa formula estd definida para todos os nimeros reais, mas a funcdo volume ndo estd definida para
valores negativos de r. Assim, se a nossa intengdo € estudar a fungio volume, podemos restringir o
dominio para todo r = 0.
Observacéao

A menos que tenhamos um modelo (como o volume citado agora) que necessita de um
dominio restrito, assumiremos que o domfnio de uma fun¢io definida por uma expressao
algébrica € 0 mesmo que o dominio da prépria expressao algébrica.

EXEMPLO 3 Verificacdo do dominio de uma funcéo

Encontre o dominio de cada fungéo:

(@) fx) =Vx+3

A

V3
(c) A(s) = e 57, onde A(s) € a drea de um tridngulo eqiiildtero com lados de comprimento s.
SOLUCAO
Solucédo algébrica

(a) A expressdo dentro do radical ndo pode ser negativa. Como devemos ter x + 3 = 0, entiio
x = —3. O dominio de f € o intervalo [—3, +eol.
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(b) A expressio dentro do radical ndo pode ser negativa; portanto, x = (. Também, o denomi-
nador de uma fracdio ndo pode ser zero; portanto, x # 5. O dominio de g € o intervalo [0, +oof
com o ndmero 5 removido, o qual podemos escrever como a unido de dois intervalos, da
seguinte maneira: [0, 5[ U 15, +oo[.

(c) A expressao algébrica tem como dominio todos os nimeros reais, mas pelo que a funcdo
representa, s ndo pode ser negativo. O dominio de A € o intervalo [0, +e9[.

Podemos justificar algebricamente nossas respostas em (a) e (b) a seguir. Uma calculadora que faz
grafico ou um software ndo fornece pontos com valores de x impossiveis de efetuar contas.

(a) Observe que o grifico de y = Vx + 3 (veja a Figura 7.4a) mostra pontos somente para
x = —3, como era esperado.

X
(b) O grificode ¥ = + _ 5 (vejaaFigura7.4b) mostra pontos somente para x = 0, como era

esperado, mas mostra uma reta vertical que corta o eixo x em x = 5. Esta reta ndo faz parte
da representagfo grafica, € apenas uma maneira de mostrar que o 5 ndo estd no dominio.

V3 , ; , .
(c) O grificode y = T 5% (veja a Figura 7.4c) mostra o domfnio ndo restrito da expressdo

algébrica: conjunto de todos os nimeros reais. Essa € a conclusdo a que chegamos somente
observando a fungao e o que ela significa, pois até entdao podemos ndo saber que s € o com-
primento do lado do tridngulo

[—10, 10] por [—4, 4] [—10, 10] por [—4, 4] [—10, 10] por [—4, 4]
(a) (b) (c)

Figura 7.4 Gréaficos das fungdes do Exemplo 3.

Encontrar algebricamente a imagem de uma funcio € muitas vezes mais drduo que encontrar o
dominio, embora, graficamente, as identifica¢des de dominio e imagem sejam similares. Para encon-
trar o dominio, olhamos para os valores no eixo horizontal x, que sdo as primeiras coordenadas dos
pontos do grifico; para encontrar a imagem, olhamos para os valores no eixo vertical y, que sao as
segundas coordenadas dos pontos do grafico. Podemos utilizar os recursos algébricos e gréficos
novamente.

EXEMPLO 4 Verificacdo da imagem de uma funcéo

: g 2
Encontre a imagem da fungdo f(x) = P
SOLUCAO

Seolugéo grafica

. 2 ;
O graficode y = P estd mostrado na Figura 7.5.
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=5

w

1 por [—3, 3]

2
Figura 7.5 O graficode y = ;

O grafico ndo estd definido para x = 0, o que jd era previsto uma vez que o denominador da
fungiio ndo pode ser 0. Vemos também que a imagem € o conjunto de todos os nimeros reais
diferentes de zero.

Solucdo algébrica

; 2 il
Confirmamos que 0 néo estd na imagem ao tentar resolver = 0. (A proposta € verificar se

D
existe algum valor de x tal que : seja 0.)

B g
X

2=0-x
2=10

2 5 " ; e i

Como a equagiio 2 = () ndo € verdade, — = 0 ndo tem solugdo e, assim, y = 0 ndo estd na imagem.
X

Mas como sabemos que todos 0s outros ndmeros reais estdo na imagem? Seja k um outro niimero

2
real qualquer (diferente de zero) e vamos resolver R k:

RS

I
=
=

.

=

Como podemos ver, ndo existe problema em encontrar valores de x (que depende de k) e a
imagem ¢, de fato, dada por ]—eo, O[ U ]0, +eo[.

Continuidade de uma funcéo

Uma das mais importantes propriedades da maioria das funcdes que modelam o comporta-
mento de ocorréncias do mundo real € o fato de elas serem continuas. Graficamente falando, uma

fungdo € continua num ponto se o grafico ndo apresenta falha (do tipo “quebra”, “pulo”...) naquele
ponto. Podemos ilustrar o conceito com poucos graficos (veja a Figura 7.6):
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Continuidade em todos os valores x Descontinuidade removivel

Y

|
Descontinuidade de pulo (ou salto)

Figura 7.6 Alguns casos de pontos de descontinuidade.

Descontinuidade removivel

Descontinuidade infinita

Vamos observar cada caso individualmente.

Este grafico € continuo em todo x. Note que o grafico
ndo tem quebra. Isso significa que, se estamos estu-
dando o comportamento da funcfio f para valores de x
préximos a qualquer ndmero real a, podemos assegurar
que os valores f(x) estardo préximos a f(a).

Este grdfico € continuo exceto para o “buraco” em x =
a. Se estamos estudando o comportamento desta funcio
[fpara valores de x préximos de a, ndo podemos assegu-
rar que os valores f(x) estardo préximos a f(a). Neste
caso, f(x) € menor que f(a) para x préximo de a.

Isso € chamado de descontinuidade removivel porque
o grifico pode ser “remendado” (ou “consertado”)
redefinindo f(a).

Este grafico tem também uma descontinuidade remo-
vivel em x = a. Se estamos estudando o comportamen-
to desta funcdo f para valores de x préximos de a, con-
tinuamos sem poder assegurar que os valores f(x)
estardo proximos a f(a) porque, neste caso, f(a) nio
existe. B removivel porque poderfamos definir f(a)
completando o “buraco” e fazer f continua em a.

Aqui estd uma descontinuidade que nio € removivel. B
uma descontinuidade de pulo porque existe mais que
um “buraco” em x = «; existe um pulo (ou salto) nos
valores da func@o que fazem o espago impossivel de
completar com um simples ponto (a, f(a)).

Continuidade em todos os valores x
i

o fla) —

a NS S
y
Descontinuidade removivel

5

a

£ i N ¥ -

- —S——— X
,ok
Descontinuidade removivel

v

Descontinuidade de pulo (ou salto)



CAPITULO 7 Fungdes e suas propriedades 67 68 Pré-calculo

3 . e % : 3 3 3
Esta € uma fungo com uma descontinuidade infini- 2 \ 2 s )
~ z = . 53 & \ %
ta em x = a. Nao € possivel fazer nada do que cita- | ,|,»]‘ b0 ag o oo c R e, P oy s T e
< —54-3 < (2345 S54-3-2-15 12345 W W 0
mos anteriormente. o st 543211 12345
-} S i =5,
| -3 E -3 Decrescente em |—eo, —2]
Descontinuidade infinita Crescente Decrescente Constante Constante em [ 2, 2]

) Crescente em [2, +oo]
O simples conceito geométrico de um gréfico que néo esteja “quebrado” em um ponto (a, f'(a))
uma daquelas nocdes visuais dificeis para explicar cuidadosamente na linguagem algébrica. A

¢ Figura 7.10 Exemplos de fun¢des crescente, decrescente ou constante sobre um intervalo.
principal idéia € perceber que os pontos (x, f(x)) estdo sobre o grifico da funco e se aproximam

de (a, f(a)), por qualquer um dos lados, sem, necessariamente, atingir (a, f(a)). Uma funcio € con- Vejamos alguns casos com ndmeros.
tinua em x = ¢ se lim f(x) = f(a). Uma funcio f & descontinua em x = « se nao & continua em = ik : ;
E —a 1. Das trés tabelas de dados numéricos abaixo, qual poderia ser modelada por uma fun¢io que
seja (a) crescente, (b) decrescente ou (c) constante?
EXEMPLO 5 Verificagdo de pontos de descontinuidade X v X Y2 X Y3
Analise os gréficos e verifique qual das seguintes figuras mostra fungdes que sdo descontinuas em
- R 5 ol oo =2 12 —~2 3 =% —5
x = 2. Qualquer descontinuidade € do tipo removivel?
=il 12 = 1 ] =5
: o " - ; 55, 1 5 0 12 0 0 (|
A Figura 7.7 mostra uma func@o que nao estd definida em x = 2 e, portanto, ndo ¢ continua para
este valor. A descontinuidade em x = 2 ndo ¢ removivel (€ do tipo descontinuidade infinita). 1 12 1 —2 1 1
O gréfico da Figura 7.8 € de uma fun¢@o do segundo grau cuja representacio € uma pardbola, um 3 12 3 -6 3 4
gréifico que ndo tem “quebra” porque seu dominio inclui todos os nimeros reais. E continua para
tod6.E i 12 T =12 7 10

O gréfico da Figura 7.9 € de uma fun¢do que ndo estd definida em x = 2 e assim néo € continua
para este valor. O gréfico parece uma reta, que € a representacdo de uma funcéo do primeiro grau,
dada por y = x + 2, com excecdo que existe um “buraco” no local do ponto (2, 4). Esta € uma
descontinuidade removivel.

2. AY1 significa a variagéo nos valores de Y1 quando os valores de X variam de modo crescente.
Na mudanga de Y1 = a para Y1 = b, a variagio € AY1 = b — a. O mesmo ocorre com 0s
valores de Y2 e Y3.

E \\ E E Xmove AX AYI Xmove AX AY2 X move AX AY3
% E i para para para
e o 0 N N O kll!l!l(l' 1 1 1 7 1 1 { B MY REY [ R B | 1 _illllllll _2para—1 1 0 —-2para_1 1 72 —.2para—l 1 2
g £ } L —1 para O 1 0 —1 para 0 1 —{] —1 para 0 1 2
[=9.4; 9.4] por |6, 6] [=5. 51 por [ 10, 10] [—9.:4; 9,41 por |62 6,2] 0 para 1 1 0 0 para 1 1 -2 0 para ! 2
" s 1 para 3 2 0 1 3 2 -4 ara 3 3
Figura 7.7 fix) = ‘X‘ir 2 Figura 7.8 g(x) = (x + 3)(x — 2) Figura 7.9 h(x) = o _; gera P Lyt 2
LA % 3 para 7 4 0 3 para7 4 -6 3 para 7 4 6

Funcdes crescentes e decrescentes 3. Quando a fungdo € constante, o quociente AY/AX € 0.
& Quando a funcdo € decrescente, o quociente AY/AX € negativo.

Um outro conceito de fungdo que € ficil de entender graficamente € a propriedade de ser cres- Quando a fungdio € crescente, o quociente AY/AX € positivo
cente, decrescente ou constante sobre um intervalo. Ilustramos o conceito com poucos graficos (veja ’
a Figura 7.10): Essa andlise feita dos quocientes AY/AX pode nos ajudar a compreender a seguinte definigdo:
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DEFINICAO Funcoes crescente, decrescente e constante sobre um intervalo ‘

Uma fungdo f € crescente sobre um intervalo se, para quaisquer dois valores de x no intervalo,
uma variagfio positiva em x resulta em uma variacdo positiva em f(x). Isto €, x; < x, = f(x)) <
Flxs) (ou seja, xo — x; > 0 = f(xp) — f(xy) > 0). Quando isso ocorre para todos os valores x do
dominio f, dizemos que a func@o € estritamente crescente.

Uma funcdo f € decrescente sobre um intervalo se, para quaisquer dois valores de x no intervalo,
uma variagdo positiva em x resulta em uma variagfio negativa em f(x). Isto &, x| < x, = f(x)) >
flxy) (ou seja, xp — x; > 0 = flx,y) — f(x) < 0). Quando isso ocorre para todos os valores x do
dominio f, dizemos que a fun¢iio € estritamente decrescente.

Uma funcfo f € constante sobre um intervalo se, para quaisquer dois valores de x no intervalo,
uma variag@o positiva em x resulta em uma variagdo nula em f(x). Isto €, x; < X = f(x)) = f(xy) »
(ou seja, xp — x; > 0= flxy) — flxp) = 0)
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EXEMPLO 6 Analise do comportamento de uma funcéo crescente/decrescente
Para cada funcio, verifique os intervalos nos quais el? é crescente, como também decrescente.
(a) f(x) = (x + 2)? (b) g(x) = x%—

SOLUCAC

Solucdo grafica

(a) Vemos no gréfico da Figura 7.11 que f € decrescente sobre o intervalo ]—eo, —2] e crescente sobre

o intervalo [ —2, +oo[ (observe que incluimos —2 nos dois intervalos; isso ndo acarreta contradi¢io
porque falamos de fun¢des crescente ou decrescente sobre intervalos e —2 nio € um intervalo).

\A

[—5.5]por [—3,5]

Figura 7.11 A funcéo f(x) = (x + 2)?

(b) Vemos no grifico da Figura 7.12 que g € crescente sobre o intervalo ]—ee, —1[, crescente nova-
mente sobre ]— 1, 0], decrescente sobre [0, 1[ e decrescente novamente sobre o intervalo ]1, +oof.

 hn )

[—4,7; 4,7] por [-3,1; 3,1]

'
Figura 7.12 A fungdo g(x) = — 1
X =
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Vale observar que fizemos algumas suposi¢des sobre os gréficos. Como sabemos que os grafi-
cos ndo retornam ao eixo x em algum lugar que ndo aparece nas representacdes? Desenvolveremos
algumas maneiras para responder a questdo, porém, a teoria a esse respeito € estudada em calculo.

Funcobes limitadas

O conceito de funcdo limitada é simples de entender tanto gréfica como algebricamente.
Veremos a defini¢ao algébrica apés introduzirmos o conceito com alguns graficos tipicos (veja a
Figura 7.13).

2
-

Nio limitado superiormente
Nio limitado inferiormente

Limitado superiormente
Nio limitado inferiormente

Nao limitado superiormente

B i Limitado
Limitado inferiormente

Figura 7.13 Alguns exemplos de graficos limitados e n&o limitados superior e inferiormente.

DEFINICAO Limite inferior e limite superior da funcéo e funcio limitada

Uma fungdo f € limitada inferiormente se existe algum nimero b que seja menor ou igual a
todo nimero da imagem de f. Qualquer que seja o nimero b, este é chamado de limite infe-
rior de f.

Uma fungéo f ¢ limitada superiormente se existe algum nimero B que seja maior ou igual a todo
ndmero da imagem de f. Qualquer que seja o nimero B, este € chamado de limite superior de f.
Uma func@o f € limitada se € limitada das duas formas, superior e inferiormente.

Podemos estender a definicdo anterior para a idéia de limita¢do da funcfio para x em um
intervalo, restringindo o dominio no intervalo de interesse. Por exemplo, a fun¢fio f(x) = — € limi-
X

tada superiormente sobre o intervalo ]—eo, O[ e limitada inferiormente sobre o intervalo 0, +cd[.

EXEMPLO 7 Verificacdo do limite de funcio
Identifique se cada fungdo € limitada inferiormente, limitada superiormente ou limitada.

(@) w(x) = 3x* — 4 ) p(x) = 755
SOLUCAO

Solucéo grafica
Os dois grificos sdo demonstrados na Figura 7.14. Podemos verificar que w € uma fungio limita-
da inferiormente e que p € uma funcéo limitada.

Verificacdo
Podemos confirmar que w € uma funcdo limitada inferiormente encontrando o limite inferior,
como se segue:
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x?=0
3x2=0
3x2—-4=0—-4
3 —4=—4
Assim, —4 € o limite inferior para w(x) = 3x% — 4.
Deixamos a verificacdo que p € uma func¢do limitada como um exercicio.

[—4, 4] por [—5, 5] [=8,8] por[—1,1]
(a) (b)

Figura 7.14 Os graficos para o Exemplo 7. Quais sdo limitados e quais sdo esses limites?

Extremos local e absoluto

Muitos gréficos sdo caracterizados pelos “altos e baixos” quando mudam o comportamento de
crescimento para decrescimento e vice-versa. Os valores extremos da funciio (ou extremo local)
podem ser caracterizados como mdximo local ou minimo local. A distingao pode ser verificada facil-
mente pelo grafico. A Figura 7.15 mostra um grafico com trés extremos locais: maximo local nos
pontos P e R, além de minimo local em Q.

»

Figura 7.15

Este € um outro conceito mais facil de ver graficamente do que descrever algebricamente.
Observe que um méximo local nao tem que ser o valor maximo de uma fungdo; ele precisa ser
somente um valor mdximo da funcfo para x pertencente a algum intervalo pequeno.

J4 mencionamos que o melhor método para analisar comportamento crescente e decrescente
envolve ferramentas de cdlculo. O mesmo vale para extremos locais. E suficiente compreendermos
esses conceitos por meio do grafico, embora uma confirmacdo algébrica poderd ser necessdria quan-
do aprendermos mais sobre fungdes especificas.
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DEFINICAO Extremos local e absoluto

Um méximo local de uma fungfio f € o valor f(¢) que é maior ou igual a todos os valores da
imagem de f sobre algum intervalo aberto contendo c. Se f(c) € maior ou igual a todos os valores
da imagem de £, entdo f(c) € o valor maximo (ou maximo absoluto) de f.

Um minimo local de uma fungfio f € o valor f(c) que é menor ou igual a todos os valores da
imagem de f sobre algum intervalo aberto contendo c. Se f(¢) € menor ou igual a todos os valores
da imagem de £, entdo f(c) € o valor minimo (ou minimo absoluto) de f.

Extremos locais s3o chamados também de extremos relativos.

EXEMPLO 8 Identificagdo de extremos locais

Verifique se f(x) = x4 — 7x2 + 6x tem méaximo local ou minimo local. Caso isso ocorra, encon-
tre cada valor mdximo ou minimo local, além do valor de x para o qual isso ocorre.

SOLUCAO

O gréfico de y = x* — 7x2 + 6x (veja a Figura 7.16) sugere que existem dois valores minimos
locais e um valor maximo local. Usamos uma calculadora que faz grdfico para aproximarmos o
minimo local como —24,06 (o qual ocorre quando temos x = —2,06) e —1,77 (o qual ocorre
quando temos x = 1,60 ). De maneira similar, identificamos o mdximo local como aproximada-
mente 1,32 (o qual ocorre quando x = 0,46).

e

Minimo
X=-2,056546 [ Y=-24,05728

[—5, 5] por [—35, 15]
(a)

Figura 7.16 O grafico de y = x* — 7x? + 6x.

Simetria

Simetria, em matemdtica, pode ser caracterizada numérica e algebricamente. Observaremos
trés tipos particulares de simetria, sendo que cada qual pode ser compreendido facilmente de um
gréfico, uma tabela de valores ou uma férmula algébrica, uma vez conhecido o que se deve obser-
var. Ilustraremos as simetrias das trés maneiras, para compreendermos a simetria grafica, numérica
e algébrica.
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Simetria com relacdo ao eixo vertical Y
EXEMPLO: F(X) = X°

Graficamente

Figura 7.17 O gréafico parece o mesmo quando olhamos do lado esquerdo e direito do eixo
vertical y.

Numericamente
cx o f(Y)
—3 9
2 4
! i
1 1
2 4
3 9
Algebricamente

Para todos os valores x do dominio de f temos f(—x) = f(x). Fungdes com esta propriedade
(por exemplo, x" com n um ndmero par) sdo fungGes pares.

Simetria com relacdo ao eixo horizontal X
EXEMPLO: X = Y2

Graficamente

Figura 7.18 O grafico parece o mesmo quando olhamos acima e abaixo do eixo horizontal x.
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Numericamente
x ¥
9 =3
4 =2
1 =
1 1
4 2
9 3

Algebricamente

Grificos com este tipo de simetria ndo sdo de funcdes, mas podemos dizer que (x, —y) estd
sobre o grifico quando (x, y) também estd.

Simetria com relacdo a origem
EXEMPLO: F(X) = X3

Graficamente

W

Figura 7.19 O gréfico parece o mesmo quando olhamos tanto seu lado esquerdo para baixo,
como seu lado direito para cima.

Numericamente
X ¥
—8 =27
2 18
-1 =
1 1
8
27
Algebricamente
Para todos os valores x do dominio de f, temos f(—x) = —f(x). Fungdes com esta propriedade

(por exemplo, x" com # um nimero impar) sao funcdes impares.
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[EXEMIPLO 9 Analise de funcbes pela simetria

Verifique se cada uma das funcdes € par, impar ou nenhum desses casos.

x3

4 —x2

(@) f(x)=x*-3 (b) glx) =x2—2x—2 (c) hx) =

SOLUCAC
(a) Solucao gréafica

A solugdo gréfica € demonstrada na Figura 7.21.

[-5, 5] por [4, 4]

Figura 7.20 Este gréfico parece ser simétrico com relagéo ao eixo vertical y, assim podemos
supor que f é uma funcéo par.

Confirmacéo algébrica
Precisamos verificar que f(—x) = f(x) para todos os valores x do dominio de f.
Fx) = (0P =3 =22 = 3 = f(x)

Desde que isso seja verdade para todo x, a funcdo f€ de fato par.

(b) Solucéo grafica

A solugdo grifica ¢ demonstrada na Figura 7.22.

[—5,5] por [—4, 4]

Figura 7.21 Este grafico ndo parece ser simétrico com relagéo ao eixo vertical y ou com a
origem, assim podemos supor que g ndo é uma fungéo par nem impar.
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Confirmacéo algébrica

Precisamos verificar que
g(=x) # g(x) e g(—x) * —g(x)
g0 = (02— 2(=x) —2=x2+2x—2
glx) =x2—2x—-2
—glx) = —x*+2x+2

Assim, g(—x) # g(x) e g(—x) # —g(x).
Concluimos que g ndo € nem par nem {mpar.
(c) Solugédo grafica

A solugdo grifica € demonstrada na Figura 7.23.

B,

I'ETTEYETET

TTTTTTTTT

—

[—4.7:4,7] por [—10, 10]

Figura 7.22 Este grafico parece ser simétrico com relagéo a origem, assim podemos supor
que i é uma funcédo impar.

Confirmacéo algébrica

Precisamos verificar que
h(—x) = —h(x)

para todos os valores x do dominio de A.

e RP =
h(=x) = R o —h(x)

Desde que isso seja verdade para todo x, exceto =2 (0s quais nio estio no dominio de k), a funcdo
h € fmpar.

Assintotas

2
Considere o grafico da fungdo f(x) = zz_x—xz na Figura 7.23.
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Figura 7.23 O graficode f(x) = PR
O grifico parece ficar cada vez mais préximo da reta horizontal y = —2, quando observamos
a parte abaixo. Chamamos esta reta de assintota horizontal. De maneira similar, o grafico parece
ficar cada vez mais proximo tanto da reta vertical x = —2 como da reta x = 2. Chamamos estas

retas de assintotas verticais. Se tracarmos as assintotas na Figura 7.23, entdo poderemos observar
que formam uma barreira, como também o comportamento limite do gréfico. (Veja a Figura 7.24.)

53y
i -
w—

Figura 7.24 O grafico de f(x) = com as assintotas mostradas pelas retas tracejadas.

4 — x?

Desde que as assintotas também descrevam o comportamento do gréfico nas suas extremidades
tanto horizontal como vertical, a defini¢do de uma assintota pode ser estabelecida com a notagdo de
limite. Nesta defini¢do, note que x—a_ significa “x se aproxima de a pela esquerda”, enquanto
x—a significa “x se aproxima de a pela direita”. Limite de func¢@o serd abordado no Capitulo 15.
Por ora, usaremos a notac¢do para explicar sobre o comportamento da fungfo nesse caso especifico.
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DEFINICAO Assintotas horizontal e vertical

Aretay = b € uma assintota horizontal do gréfico de uma fungio y = f(x) se f(x) se aproxima
do limite & quando x tende a +eo ou —oco,
Na notacdo de limite:

Jim @) =b ou lim f(x)=b

A reta x = a € uma assintota vertical do grafico de uma fungio y = f(x) se f(x) tende a +o0 0u
—eo quando x se aproxima de « tanto pela esquerda como pela direita.
Na nota¢do de limite:

lim f(x) = *eo ou lim f(x) = *eo
X—a_ xoay

EXEMPLO 10 Identificacdo das assintotas de um grafico

X

Identifique as assintotas, seja horizontal ou vertical, do graficode y = F
D
SOLUCAOC
X e X
O quociente 52 gl x+ Dx - 2) ndo estd definido em x = —1 e x = 2, fazendo com

que estes sejam os valores por onde teremos as assintotas verticais. O grifico da Figura 7.25 déd

esse suporte, mostrando as assintotas verticaisem x = —1 e x = 2.

Para valores altos de x, o numerador (que j4 € um ndmero grande) fica menor que o denominador
(que € o produto de dois niimeros grandes), sugerindo que  lim ———————— = 0. [sso indi-
x>+oo(x + 1)(x = 2)

ca uma assintota horizontal em y = 0. O gréfico (veja a Figura 7.25) d4 esse suporte, mostrando

uma assintota horizontal em y = 0 quando x—+eo. De maneira similar, podemos concluir que
X

lim ———————— = —0 = 0, indicando a mesma assintota horizontal quando x——co.
x——oo(x + 1)(x — 2)

[—4.,7;4,7] por [—3, 3]

X

Fi 7.25 O grafico d e Y
igura 7.25 O grafico de y T NP
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Comportamento da funcédo nas extremidades do
eixo horizontal

Uma assintota horizontal, isto €, para valores de x que tendem a +oo ou —oe, mostra como a
funcdo se comporta para valores de x nos extremos do eixo horizontal. Nem todos os gréficos se
aproximam de retas nessas condigdes (para valores de x nos extremos do eixo horizontal), mas € ttil
sabermos o que ocorre além do que estamos visualizando.

F}(EMPLO 11 Analise de funcées por meio do comportamento nos extremos
5 do eixo horizontal

Associe cada fungdo a um gréfico da Figura 7.26 considerando o comportamento nos extremos do
eixo horizontal. Todos os gréficos sio mostrados com as mesmas dimensoes.

B 3x*
ZE1 Wty

(@) y :—234 () y= (€) y=
X

i1 |
SOLUCAQ

Quando x assume um valor muito grande, o denominador x2 + 1 em cada uma dessas funcdes
assume quase o mesmo valor de x2. Se trocarmos x> + 1 em cada denominador por x? e simplifi-
carmos as fracdes, teremos funcdes mais simples:

3 ;
(a)y= e (fica préximo de 0 quando x € grande) (b)y=3

(c)y=3x (d) y = 3x?

Para valores de x nos extremos do eixo horizontal, temos que:

3 2 3 ;
— tende a 0, o que nos permite associar (a) com (iv)

° y = 3 mantém esse comportamento constante, 0 que nos permite associar (b) com (iii);

oy

y = 3x tende para +eo quando x tende para +eo, ¢ tende para —eo, quando x tende a —eo, 0
que nos permite associar (¢) com (ii)
o y = 3x2 tende para +eo quando x tende a +oo 0U —oo, 0 que nos permite associar (d) com i.

[—4.7; 4,7] por | —=3.5: 3,5] [~4.7: 4,7 por |-3.5; 3.5] [—4,7; 4,71 por [—3,5; 3.5] [—4,7:4,7] por [-3,5; 3,5]
(i) (ii) (iii) (iv)

Figura 7.26 Gréaficos do Exemplo 11.

Para fungdes mais complicadas, nos contentamos em saber se 0 comportamento nos extremos
do eixo horizontal é limitado ou ndo limitado em qualquer direcdo.
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RevisAo RAriDA

Nos exercicios 1 a 4, resolva a equagio ou inequag@o.
1. x2-16=0 2. 9—-x*=0
3.x—-10<0 4. 5—x=0

Nos exercicios 5 a 10, encontre algebricamente todos os valores de x para os quais a expressdo algébrica ndo
estd definida.

X

B x:— 16
7 Vx—16 8.

. Vatz -

8=

EXERCICIOS

Nos exercicios 1 a 4, determine se a féormula define y N —x

como uma funcio de x. Caso a resposta seja ndo,  15. % (x) =m 16. f(x) = Vx* — 16x2
justifique. i
1.y=Vx—4 2.y=x*=%3
3. x = 2y? 4. x=12 -y

Nos exercicios 17 a 20, encontre a imagem da fungo.

17. f(x) = 10 — x2 18. g(x) =5+ V4 —x

Nos exercicios 5 a 8, use o teste da reta vertical para

determinar se a curva € o gréfico de uma funcéo. 32 G 2
i . 19.f(x) = == 20. glx) = e

Nos exercicios 21 a 24, faca o grafico de cada fungdo
e conclua se ela tem ou ndo um ponto de descon-
tinuidade em x = 0. Se existe uma descontinuidade,
verifique se € removivel ou nao removivel.

3 Bl
21 g(x) == 22. h(x) = X
X %
7 y 8 y 12l :
X X
23.f(x) = o 24. g(x) = po—1
il e Nos exercicios 25 a 28, conclua se cada ponto identifi-
g * cado no grafico ¢ um minimo local, um mdximo local
ou nenhum dos dois casos. Identifique os intervalos nos
quais temos a fungdo crescente ou decrescente.
Nos exercicios 9 a 16, encontre o domifnio da fungdo al- ~ 25. v
gebricamente e verifique sua conclusdo graficamente.
5 (5.5)
9.f(x) =x2+4 10. h(x) = v (—1,4)
-1 . 3 '
S = 120
1176 x4 e—1) f&) x " 23
o V4 —x2
13. g(A) = m 14. h(x) = 0




CAPITULO 7

3 v E))
3.3)
(§%)
— X
27. ”
(1.5
Lyl \Gn»  /
| 5, 1
o S X
28. .
(1.6
x 5.4
(-LD| G.I) .

Nos exercicios 29 a 34, faca o grdfico de cada funcio e
identifique os intervalos nos quais temos a fungdo
crescente, decrescente ou constante.

29.f(x) =|x+2| -1

30.f(x) =[x+ 1|+ |x—1] -3
3.gx)=[x+2|+|x—1]-2
32. h(x) = 05(x +2)2 — 1

23. g(x) =13 —x = 1)?

34.f(x) =x3 — x2 = 2x

Nos exercicios 35 a 40, determine se a funcdo € limi-
tada superiormente, limitada inferiormente ou limitada
sobre 0 seu dominio.

35.y=32 36.y =2 —x?
37.y =2 38.y=2""
39.y=VI1—x? 40. y =x — x?

Nos exercicios 41 a 46, a sugestdo € analisar o grafico
que pode ser feito utilizando uma calculadora com
esse recurso. Se possivel, encontrar todos os maximos
locais, os minimos locais e os valores de x para os quais
isso ocorre. Vocé pode concluir os valores aproximan-
do com duas casas decimais apés a virgula.
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al.f(x) =4 —x+x2 42.g(x)=x>—4x+1
43. h(x) = —x3+2x—3 44. f(x) = (x+3)(x— 1)?
45, h(x) =x*Vx+4 46. g(x) = x|2x + 3|

Nos exercicios 47 a 54, verifique se a fungdo € fmpar,
par ou nenhum dos dois casos. Verifique sua con-
clusdo graficamente e confirme-a algebricamente.

47 (=25t 48. g(x) = 3
50. g(x) = - -

49.F(x) = Vx2 + 2 o

51. f()=—x>4+0,03x + 5 52. f(x) =x>+0,04x>+ 3

1

53. g(x) = 2x% — 3x 54. h(x) = =

Nos exercicios 55 a 62, use o método de sua escolha
para encontrar todas as assintotas horizontal e vertical
da func@o.

ph. . LR
55. f(x) = = 56. ¢(x) = R
¢+ 2
57.g(x) = 1 = 58. g(x) = 1,5%
);2 +’2 4
59. f(x) = T 60. p(x) = -
4x — 4 2x— 4
61. g(x) = x3 5y 8 62. h(x) = XZ——4

Nos exercicios 63 a 66, associe cada funcdo ao gréfico
correspondente, considerando o comportamento nos
extremos do eixo horizontal e as assintotas. Todos os
grificos sdo mostrados com as mesmas dimensdes.

x+2 2 +2
63.y = 64,y =
P e T
x+2 X +2
65.y=212_ 66, y=—"°
Y YR

o e SO TR TN N TR TN TN

: 2\l

[=4,7;4,7) por [—3,1;3,1] [-4.7;4,7]) por [—3.1; 3,1]
() (b)

. el
_ AT

[—4,7;4,7 por [—3,1;3,1] [=4,7:4.7] por [—3,1;3.1]
(c) (d)
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67.

68.

69.

70.

7

=

72.

73.
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Um grafico pode cruzar sua propria
assintota? A origem grega da palavra “assin-
tota” significa “sem encontro”, o que mostra que
os gréficos tendem a se aproximar, mas ndo
encontrar suas assintotas. Quais das seguintes
funcdes t€m grificos que podem interseccionar
suas assintotas horizontais?

@0 =77  BeW=7T
(e) h(x) = B

Um grafico pode ter duas assintotas
horizontais? Embora muitos grificos tenham
no mdximo uma assintota horizontal, ¢ possivel
para um grafico ter mais do que uma. Quais das
seguintes fungdes tém graficos com mais de uma
assintota horizontal?

x=1]
x2—4

|x*+ 1]
8§ —x3

(@) fx) = (b) g(x) =

X

(¢) hix) =
P S

Um gréfico pode interseccionar sua pro-

pria assintota vertical?

x — | x|

Seja a funcdo f(x) = _xl_ + 1. Se possivel,

construa o gréfico dessa fungao.

(a) O gréfico desta funcdo ndo intersecciona sua
assintota vertical. Explique por que isso ndo
ocorre.

(b) Mostre como vocé pode adicionar um tnico
ponto no gréfico de f e obter um gréfico que
interseccione sua assintota vertical.

(c) O grifico em (b) é de uma fungdo?

Explique por que um grdfico néo pode ter mais

do que duas assintotas horizontais.

. Verdadeiro ou falso O gréfico de uma fungdo

[ € definido como o conjunto de todos os pontos
(x. flx)) onde x estd no dominio de f. Justifique
sua resposta.

Verdadeiro ou falso Uma relagio que €
simétrica com relagdo ao eixo v ndo pode ser uma
funcio. Justifique sua resposta.

Multipla escolha Qual funcdo € continua?

(a) Ndmero de criangas inscritas em uma escola
particular como uma fung@o do tempo.

(b) Temperatura externa como uma funcio do
tempo.

(c) Custo para postar uma carta como uma
funcéo do seu peso.

74.

75.

76.

77.

(d) Preco de uma agéio em fun¢io do tempo.

(e) Numero de bebidas ndo-alcodlicas vendidas
como uma fungéo da temperatura externa.
Multipla escolha Qual das fungbes ndo € con-

tinua?

(a) Sua altitude como uma fun¢do do tempo
enquanto viaja voando de um lugar para
outro.

(b) Tempo de viagem de um lugar para outro
como uma fungdo da velocidade da viagem.

(c) Numero de bolas que podem ser colocadas
até preenchimento total de uma caixa como
uma funcdo do raio das bolas.

(d) Area de um cfrculo como uma fungio do raio.

(e) Peso de um bebé como uma fungdo do tempo
apds seu nascimento.

Funcdoe decrescente Qual das fungdes &

decrescente?

(a) Temperatura externa como uma funcdo do
tempo.

(b) A média do indice Dow Jones como uma
fungéo do tempo.

() A pressdo do ar na atmosfera terrestre como
uma funcéo da altitude.

(d) Populagdo mundial desde 1900 como uma
fung¢do do tempo.

(e) Pressdo da dgua no oceano como uma fungio
da profundidade.

Crescente ou decrescente Qual das fungdes

ndo pode ser classificada como crescente ou

decrescente?

(a) O peso de um bloco de chumbo como uma
funcdo do volume.

(b) A altura de uma bola que foi lancada para
cima como uma fun¢@o do tempo.

(c) O tempo de viagem de um lugar para outro
como uma fungiio da velocidade da viagem.

(d) A drea de um quadrado como uma fung¢io do
comprimento do lado.

(e) O peso de um péndulo balangando em fun¢do
do tempo.

Vocé pode mostrar algebricamente agora que

%
p(x) = — ¢ limitada.
1# %?

(a) Faga o grifico da fun¢io e encontre o menor
valor inteiro de k que parece ser um limite
superior.



78.

79.

80.

CAPITULO 7

%
(b) Verifique que ——— < k provando a

inequagdo equivalente kx> — x + k > 0.
(Vocé pode resolver a equacdo para mostrar
que ndo existe solugdo real.)

(e) Do grifico, encontre o menor valor inteiro de
k que parece ser um limite inferior.
X
(d) Verifique Fy > k provando a inequa-
i

¢dlo equivalente kx? — x + k < 0.

Considere a tabela com valores X e ¥:

X Y

60 0,00
65 1,00
70 2,05
75 2,57
80 3,00
85 3.36
90 3,69
95 4,00
100 4,28

Considerando ¥ como uma fungdo de X, cla ¢

crescente, decrescente, constante ou nenhuma

das situacoes?

Esboce um gréfico de uma fungio f com dominio

como o conjunto de todos os nimeros reais que

satisfazem todas as condi¢des que estdo a seguir:

(a) fé continua para todo x;

(b) f é crescente nos intervalos ]—eo, 0] e [3, 5];

(c) f € decrescente nos intervalos [0, 3] e [5, +eo[;

@f) =106 =2

(e) f(3) = 0.

Esboce um gréfico de uma fungdo f com dominio

como o conjunto de todos os nimeros reais que

satisfazem todas as condi¢Oes que estao a seguir:

(a) f € decrescente nos intervalos ]—eo, O] e
10, +eel;

(b) f tem um ponto nio removivel de descon-
tinuidade em x = 0;

(c) f tem uma assintota horizontal em y = 1;

(@) £(0) = 0;

(e) ftem uma assintota vertical em x = 0.

81.

82.

83.

84.

85,
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Esboce um grafico de uma fun¢@o f com dominio
como o conjunto de todos os nimeros reais que
satisfazem todas as condigdes que estdo a seguir:
(a) f é continua para todo x;

(b) f ¢ uma funcdo par;

(c) f ¢ crescente no intervalo [0, 2] e decrescente
no intervalo [2, +eo[;

(df(2) =3.

Uma fun¢do que € limitada superiormente tem
um ndmero infinito de limites superiores, mas
existe sempre um menor limite superior, isto €,
um limite superior que € o menor de todos os
outros. Este menor dos limites superiores poderia
ou ndo estar na imagem de f. Para cada funcdo a
seguir, encontre o menor dos limites superiores e
conclua se estd ou ndo na imagem da fungdo.

(a) f(x) =2 —0,8x?

B
(b) g(x) = 3 4 xz
=g
() hix) = —
X
4x
Whate) = B+ 41
Uma func¢iio continua ftem como dominio o con-

junto de todos os nimeros reais. Se f(—1) =5e
f(1) = =5, explique por que f precisa ter pelo
menos uma raiz no intervalo [— 1, 1] (isto genera-
liza uma propriedade de fung¢do continua conhe-
cida, no calculo, como Teorema do Valor
Intermedidrio).

Mostre que o grifico de toda fun¢do fmpar, com
dominio como sendo todos os nimeros reais,
necessariamente passa pela origem.

Se possivel, analise o grifico da fungio
.
=5
(a) Qual € a aparente assintota horizontal do gra-
fico?

no intervalo [—6, 6] por [—2, 2].

(b) Baseado no grdfico, conclua qual € a aparente
imagem de f.

(c) Mostre algebricamente que —1 = ZY;; 1

<5
para todo x, confirmando assim sua suposicao
no item (b).



